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Abstract
This paper presents an examination of the didactical problems associated
with the learning of dimensional analysis. This will be done through analysis
of examples, from a didactical perspective based on the general model of
conception developed by Anna Sfard. Since the authors of this study has no
prior knowledge to dimensional analysis, we subject ourselves to the given
examples under the shrewdly guidance of our supervisor, in order to reifi-
cate the concept of dimensional analysis. Our analysis shows no significant
difficulties in the learning of dimensional analysis itself, but that this is only
true when equations are viewed from a critical rationalistic point of view.
We also stress the importance of knowing the underlying theory in physics.
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Resume´
Denne rapport præsenterer en undersøgelse af de didaktiske problemer,der
kan opsta˚, i forbindelse med indlæring af dimensionsanalyse, set fra et di-
daktisk perspektiv baseret pa˚ den generelle model for indlæring udviklet af
Anna Sfard. Dette vil ske gennem arbejde med eksempler. Da forfatterne af
denne undersøgelse ikke besidder forudga˚ende kendskab til dimensionsa-
nalyse, i den forbindelse vil vi underkaste os de givne eksempler, med hjælp
fra vores vejleder, for at reificere begrebet dimensionsanalyse. Vores ana-
lyse viser ingen væsentlige vanskeligheder i indlæringen af dimensionsa-
nalyse, men at dette kun er tilfældet, na˚r ligninger ses fra et kritisk ratio-
nalistisk synspunkt, og ikke som en stenografisk opskrivning af empiri. Vi
understreger ogsa˚ betydningen af at kende den underliggende teori i fysik.
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Kapitel 1
Indledning
1.1 Indledning
Dimensionsanalyse er et meta-værktøj, primært anvendt indenfor fy-sik, der kan bruges til at undersøge, hvilke konsekvenser der frem-kommer af ens antagelser, for et givet fysisk problem. Dimensions-
analyse er, for de fleste, et ukendt værktøj, men det bruges af næsten alle
fysikere i en eller anden form. Den simpleste form for dimensionsanalyse, er
at udføre et enhedstjek efter en udregning. De enkelte fysiske størrelser be-
skrives i dette projekt ved følgende sæt fundamentaldimensioner; længde
L, masse M og tid T. I dimensionsanalyse beskæftiges der ikke med nume-
riske værdier med tilhørende enheder, men udelukkende med dimensioner
som beskriver de fysiske størrelser. F.eks. er kilometer, meter, og centime-
ter forskellige enhedsreferencer til dimensionen; længde.
Abstraktionen ligger i at anskue de fysiske størrelser i en given ligning som
styrende parametre der hopper i takt og ikke bare som pladsholdere for tal.
Denne ma˚de at forsta˚ fysikken er altafgørende for at kunne forsta˚ og anven-
de dimensionsanalyse, og det er netop forsta˚elsesmæssige problemer der
er grundlaget for dette projekt. Vores inspiration til dette projekt stammer
fra Jens Højgaard Jensens projektkim. Vi er alle fysikinteresserede og er
betaget af dette ukendte metaværktøj, som vi kan bruge til vores uddannel-
se. Eftersom vi var uvidende omkring hvordan dimensionsanalyse fungerer,
fandt vi det naturligt at projektet fik en didaktisk vinkel, hvor vi kunne bruge
vores egne indlæringsproblemer som et fokuspunkt, frem for en historisk
eller filosofisk vinkel.
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1.2 Problemformulering
”Hvilke forsta˚elsesmæssige problemer opsta˚r der i overgangen fra
enhedstjek til kompleks dimensionsanalyse?”
1.3 Ma˚lgruppe
Dette projekt kan anvendes som en introduktion til naturvidenskabelige
bachelorstuderende, der har interesse for at analysere konsekvenserne af
antagelser, for et givet fysisk problem samt læringsprocessen af abstrakte
matematiske koncepter. For at forsta˚ projektet optimalt, kræver det en bag-
grundsviden og interesse indenfor fysik og matematik. Dette projekt hen-
vender sig ogsa˚ til undervisere der bruger eller overvejer at bruge dimen-
sionsanalyse som en del af undervisningen, da projektet redegører for ele-
vers tankegang under indlæringsprocessen af dimensionsanalyse. nnntjh
1.4 Metode og semesterbinding
Dette projekt vil primært besta˚ af et litteraturstudie hvor vi undersøger
dimensionsanalyse didaktisk.
3. semesters semesterbinding er følgende:
”Forma˚let med projektet er, at den studerende gennem arbejde med et
repræsentativt eksempel fa˚r erfaring med videnskabsteoretisk analyse af
naturvidenskab som historisk, kulturelt og samfundsmæssigt fænomen.”
For at besvare problemstillingen, anvender vi os selv som forsøgspersoner
til at udforske hvilke elementer af dimensionsanalysen der volder proble-
mer, under indlæringen af dette værktøj. Vi vil for at understøtte vores egen
og læserens forsta˚else af dimensionsanalyse, bruge eksempler til at illustre-
re hvordan denne metode kan anvendes til forskellige fysiske problemstil-
linger.
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Kapitel 2
Introduktion til
dimensionsanalyse
Matematisk notation har været under konstant udvikling. Algebrai-ske problemer var indtil ca. a˚r 1500 beskrevet med ord og langesætninger, ogsa˚ kaldet retorisk algebra (de Boer, 1988). Udvik-
lingen bestod i at omdanne ordene til algebraiske betegnelser og operatio-
ner. De første betegnelser der beskrev en algebraisk operator var additions-
og substraktionstegnene (+ og −) hurtigt efterfulgt af lighedstegnet (=) (de
Boer, 1988). Grene af fysikken har altid været matematiseret, men læren
indenfor varme, lys, elektricitet og magnetisme var i slutningen af det 18.
a˚rhundrede stadig beskrevet pa˚ et retorisk niveau. I begyndelsen af det 19.
a˚rhundrede blev der i Frankrig foretaget en fuldstændig ændring af dette,
hvor franske videnskabsmænd gjorde en stor indsats i, at omskrive disse
grene af fysikken i algebraiske termer (de Boer, 1988).
Enheder har været forskellige pa˚ tværs af landegrænserne, men i slutnin-
gen af det 18. a˚rhundrede medførte den franske revolution et stort skridt in-
denfor fysikken. Metersystemet blev indført. Dette system havde til forma˚l
at koordinere og synkronisere store dele af verdens enheder. SI-systemet
som vi kender det i dag, er en udvidelse af metersystemet. SI-systemet
er bygget op af syv valgte fundamentaldimensioner; længde, masse, tid,
temperatur, strømstyrke, antal molekyler og lysstyrke. Disse fundamental-
dimensioner danner dermed grundlag for alle afledte enheder. Fourier var
den første der begyndte at udvikle ide´en om, at hvert led for sig, i en mate-
matisk udregning anvendt i fysikken, skal have en fysisk betydning. Dermed
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var Fourier den første til at udvikle ide´en om begrebet dimension af en fysisk
størrelse og begrebet; homogent ligningssystem (de Boer, 1988). Maxwell
var dog den første til at anvende dimensionsanalyse indenfor elektricitets-
og mangnetismelæren og er derfor den første anderkendte forsker som an-
vender dimensionsanalyse i praksis (de Boer, 1988).
For at forsta˚ dimensionsanalyse skal det gøres klart at man i notationen
beskriver fysiske størrelser og ikke numeriske værdier som multipliceres
med passende enheder. Fysiske størrelser er usammenlignelige i den for-
stand at det ikke er muligt at addere to fysiske størrelser med forskellige
dimensioner - eksempelvis acceleration og masse. Det er derimod muligt at
multiplicere fysiske størrelser for at beskrive andre fysiske størrelser. Mas-
se og acceleration bruges fx til at beskrive kraft som vi kender fra Newtons
anden lov:
F = ma (2.1)
I klassisk mekanik bruges som sagt de tre fundamentaldimensioner masse
M , tid T og længde L. Størrelserne kraft og acceleration er derfor afledte fy-
siske størrelser ud fra fundamentaldimensionerne. Ønsker man at beskrive
dimensionen af acceleration noteres det sa˚ledes:
[a] = LT−2 (2.2)
Dimensionsanalyse introduceres i gymnasiet som ”enhedstjek”, men begre-
bet dimensionsanalyse er desværre kun benyttet af de færreste undervise-
re. Ved at foretage et enhedstjek, indebærer det at man tjekker om lignin-
gen er homogen - altsa˚ at enhederne eller fundamentaldimensionerne er
ens pa˚ højre og venstre side af lighedstegnet. Formlerne for kinetisk og po-
tentiel energi ser vidt forskellige ud, men anvendes dimensionsanalyse ses
det at disse forskellige udtryk for energi har samme dimension:
[Epot] = [mgh] = M · (LT−2) · L = ML2T−2 (2.3)
[Ekin] =
[
1
2
mv2
]
= M · (LT−1)2 = ML2T−2 (2.4)
Ved denne analyseform skabes der overblik, og dette betyder at fejl i en
ligning hurtigt kan detekteres og rettes. For at generalisere fremgangsme-
toden i dimensionsanalyse kan en vilka˚rlig fysisk størrelse Q1 beskrives ud
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fra en række andre fysiske størrelser Q2, Q3, Q4 osv. Disse parametre for
Q1 opløftes respektivt i eksponenterne α, β, γ osv., og sættes som faktorer
i et samlet produkt der udgør den korrekte dimension for Q1. De passen-
de værdier af eksponenterne konstruere en faktor g pa˚ produktet af para-
metre. Denne faktor er dimensionsløs og har derfor ingen indvirkning pa˚
dimensionsafstemningen mellem parametrene og deres outputstørrelse Q1.
Faktoren g kan optræde som en konstant, som en ukendt funktion af dimen-
sionsløse størrelser eller en ukendt funktion af dimensionsløse kombinatio-
ner af inputparametre. Helt generelt kan g skrives som en funktion g(a). Den-
ne funktion kan rækkeudvikles: g(a) = k0+k1a+k2a2+k3a3+..., hvor k0, k1, k2, k3...
alle er konstanter. Af rækkeudviklingen ses det at a nødvendigvis ma˚ være
dimensionsløs for ikke at addere størrelser med forskellig dimension. Da a
er dimensionsløs, ma˚ g nødvendigvis ogsa˚ være dimensionsløs.
Formlen for Q1 ser sa˚ledes ud:
Q1 = g ·Qα2 ·Qβ3 ·Qγ4 . . . (2.5)
Grunden til at man opløfter parametrene i en eksponent er for at man kan
ændre dimensionen for den enkelte fysiske størrelse. Som det ses i formel
2.4 for kinetisk energi optræder hastigheden v kvadreret for at opna˚ den
korrekte dimension for energi. Addition af ens fysiske størrelser ændrer
derimod ikke pa˚ dimensionen for outputtet.
Faktoren g kan optræde som en konstant, som en ukendt funktion af
dimensionsløse størrelser eller en ukendt funktion af dimensionsløse kom-
binationer af inputparametre.
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Kapitel 3
Læringsprocessen til forsta˚else
af abstrakte koncepter
Dette afsnit er en redegørelse for artiklen: ”On the dual nature ofmathematical conceptions: reflections on processes and objectsas different sides of the same coin” skrevet af Anna Sfard (1991).
Artiklen er en standardreference som beskriver hvordan indlæringen af ma-
tematiske begreber forega˚r. Denne artikel bidrager didaktisk til projektet
og omhandler indlæringsprocessen indenfor matematik. Redegørelsen om-
handler hvordan matematiske begreber og sammenhænge anskues samt
hvilke elementer der indga˚r i indlæringsprocessen. Vi vil her drage paral-
leller til den lignende abstraktion som findes i teoretisk fysik. Matematik
og fysik hænger naturligvis sammen, da matematikken er sproget til at be-
skrive fysikken. Anna Sfard kommenterer selv pa˚ det i sin artikel:
” (. . . ) similarities between mathematics and other sciences seem more
striking the differences. Indeed, like physicists or biologists, the mathema-
ticians use to talk about a certain universe, populated by certain objects.
These objects have certain features and are subjected to certain processes
governed by well defined laws.” (Sfard, 1991)
Det matematiske univers, som er veldefineret af logiske regler og sam-
menhænge, er svært at forsta˚ for mange mennesker. Dette bunder i ab-
straktionen i matematikkens natur, som kræver en evne til at danne sig et
mentalt billede af de matematiske begreber og sammenhængene imellem
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dem. I artiklen fremstiller Anna Sfard (1991) to forskellige ma˚der at anskue
abstrakte matematiske begreber: Den operationelle og den strukturelle.
Med en operationel opfattelse behandler man begrebet gennem proces-
ser og algoritmer. Dette er en metode til at fa˚ en føling for konsekvenser-
ne ved konkrete indgreb med begrebet. Med denne opfattelse indarbejder
man med tiden et mentalt mønster af alle begrebets repræsentation i et
procesorienteret arbejde. Den operationelle forsta˚else stræber derfor imod
at kunne mestre konkrete indgreb med begrebet (Sfard, 1991).
Den strukturelle opfattelse anses mere abstrakt idet denne opfattelse
betragter et begreb som et mentalt objekt. Denne forsta˚else kræver imid-
lertid at man har gjort sig erfaring med mønsteret i begrebets repræsenta-
tioner, hvilket muliggør et mentalt overblik over begrebet. Den strukturelle
opfattelse kan siges at være næste skridt imod en komplet forsta˚else af
begrebet, og derudover en opfattelse som muliggør at kunne manipulere
begrebet som en helhed uden at skulle ga˚ i detaljen (Sfard, 1991).
I teksten bruger Anna Sfard (1991) begrebet ”funktion” som et eksempel
pa˚ hvordan man kan tænke dette operationelt og strukturelt. Figur 3.1 viser
en oversigt over den operationelle og strukturelle forsta˚else af forskellige
matematiske begreber.
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Figur 3.1: En oversigt over den operationelle og strukturelle forsta˚else af
forskellige matematiske begreber. (Sfard, 1991)
For funktionen kan den strukturelt anses som ”Set of ordered pairs” og
operationelt som ”Well defined method of getting from one system to ano-
ther”. Denne adskillelse mellem operationelt og strukturelt skal ikke ses
som to modstridende syn pa˚ matematik, men som komplementære for hin-
anden i forsta˚elsesprocessen og læring af matematik til at opna˚ en helheds-
forsta˚else af begrebet. Na˚r man præsenteres for et matematisk begreb, er
den operationelle anskuelse typisk den første vi arbejder med for gennem
en række operationer at kunne opleve mønsteret i begrebet. Disse opera-
tioner pa˚ det forega˚ende begreb er nødvendigt for at oparbejde en helheds-
forsta˚else. Man kan derfor ikke rangere de to anskuelser, men fra et didak-
tisk synspunkt er den operationelle tilgang ofte lettere at forsta˚ end den
strukturelle, og bliver derfor brugt til at give den studerende en basis, til
efterfølgende at kunne opna˚ den strukturelle forsta˚else (Sfard, 1991).
Anna Sfard (1991) illustrerer forsta˚elsesprocessen af abstrakte begreber
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med en trappe, hvor de horisontale trin repræsenterer en komplet forsta˚else
af de enkelte begreber. Dette er en god analogi da det matematiske univers
er bygget op med en basis i aksiomer, hvorpa˚ man gennem logisk deduktion
beviser matematiske sammenhænge. De beviste sammenhænge muliggør
yderligere deduktion af nye sammenhænge, som gradvist bliver mere ab-
strakte, men som kun kan give mening ud fra de aktuelle forega˚ende og
mere grundlæggende beviser (Sfard, 1991).
Passagen mod næste trin pa˚ trappen pa˚ figur 3.2 besta˚r af et procesori-
enteret arbejde mod en tingsliggørelse af begrebet. Opbygningen af hvert
trin besta˚r af tre faser i forsta˚elsen: ”Interiorization”, ”condensation” og
”reification”.
Figur 3.2: Anna Sfards model over forsta˚else af matematiske begreber samt
indlæringsprocessen i hvert begreb (Sfard, 1991).
De tre faser der skal gennemføres, for at opna˚ en komplet forsta˚else
af begrebet, vil blive gennemga˚et. Det skal siges at denne struktur har til
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forma˚l at kategorisere studerendes forsta˚elsesniveau for undervisere.
Den første fase i den psykologiske forsta˚elsesproces er ”interiorization”.
Efter man har fa˚et præsenteret et begreb fra en lærer eller en bog, skal
begrebet mentalt integreres ved at udføre handlinger pa˚ det forega˚ende
begreb. Dette indebærer typisk at man regner opgaver med en operationel
tilgang som nævnt tidligere. I denne fase udvikles evnen til at udføre pro-
cesser, hvor erfaringen med opgaveløsningen gradvist oparbejder en fortro-
lighed med processen. Man fa˚r givet en procedure for hvordan man kommer
fra input til output (Sfard, 1991).
Det næste trin er ”condensation”. I denne fase har erfaringen fra seri-
en af udarbejdede processer, dannet et større overblik over begrebet. Dette
gør det nemmere for den studerende at se forbindelserne mellem forskellige
processer med begrebet, hvilket rummer et kendskab der muliggør evnen
til at genkende forskellige repræsentationer af begrebet (Sfard, 1991).
Det sidste trin er ”reification”. I denne fase har man dannet sig en forsta˚else
der kan anskue begreber som mentale objekter, som har en imaginær struk-
tur der er udgjort af samtlige repræsentationer af begrebet. Det store ab-
straktionsspring findes imellem ”condensation” og ”reification”, hvor man
bliver i stand til at identificere samtlige repræsentationer af begrebet uden
at have behov for at forbinde de enkelte repræsentationer til begrebets hel-
hed. I dette stadie kan man forestille sig at begrebet har taget en imaginær
form med en statisk struktur, som kan genkendes spontant (Sfard, 1991).
For at give en analogi pa˚ dette kan man tænke pa˚ menneskets genken-
delsesevne af andre mennesker. Na˚r man møder en person man kender,
identificerer man personen spontant med alle de underlæggende karakte-
ristika som man forbinder med denne person. Man bruger ikke tid pa˚ at
sammenfatte enkeltdele ved personen for til sidst at fa˚ en forsta˚else for
hvem personen er, men man har objektiviseret personligheden i den form
personen har. Her er der ikke tale om en abstrakt tingsliggørelse, men vi-
ser blot en forsta˚elig parallel til hvordan ”reification” dækker en helheds-
forsta˚else som ikke længere behøver at anskue begrebet i bestanddele.
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For at drage en parallel til noget mere abstrakt, kan man prøve at huske
pa˚ hvordan begrebet differentiation blev præsenteret og udviklet gennem
sa˚dan en forsta˚elsesproces som vist pa˚ figur 3.2. Typisk fa˚r man præsente-
ret en procedure for hvordan en funktion differentieres helt ned i detaljen
som er beskrevet ved differencekvotienten.
Betragt funktionen:
f(x) = x2 (3.1)
For at finde differentialkvotienten til funktion 3.1, skal følgende procedure
gennemføres:
f ′(x) = lim
∆x→0
f(x+ ∆x)− f(x)
∆x
(3.2)
Da f(x) = x2 følger:
f ′(x) = lim
∆x→0
(x+ ∆x)2 − x2
∆x
(3.3)
f ′(x) = lim
∆x→0
x2 + 2x∆x+ ∆x2 − x2
∆x
(3.4)
f ′(x) = lim
∆x→0
2x∆x+ ∆x2
∆x
(3.5)
f ′(x) = lim
∆x→0
(2x+ ∆x) (3.6)
Da ∆x→ 0 følger:
f ′(x) = 2x (3.7)
Dette er en klar procedure for at kunne differentiere i et konkret tilfælde,
hvilket svarer til en operationel opfattelse. Disse procedurer lærer stude-
rende for en række forskellige funktioner og tilegner sig her et værktøj til
at kunne differentiere funktioner med en karakteristisk form. Na˚r denne
operationelle tilgang er indøvet tilstrækkeligt, bliver begrebet differentia-
tion kondenseret hvor man ikke længere behøver at gennemga˚ proceduren
fra ende til anden, men man har fa˚et en forsta˚else af hvordan mønsteret i
differentiation manipulerer funktioner af bestemt art. Dette giver et over-
blik over differentiation som en begyndende tingsliggørelse af begrebet.
Pa˚ et tidspunkt na˚s abstraktionsspringet op til ”reification”, hvor man
med basis i operationerne og kendskab til begrebet etablerer en form pa˚
begrebet som et imaginært objekt. For differentiation ville dette være at
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betragte differentiation som en operator der transformerer en funktions-
mængde til en anden funktionsmængde. I dette stadie betragter man altsa˚
begrebet i en helhed som ikke længere er forbundet med procedurer, men
som operatoren mellem funktionsmængderne. For at overføre dette til figur
3.2, tager begrebet differentiation afsæt i en tingsliggjort komplet forsta˚else
af begrebet funktion. Det viser et eksempel pa˚ hvordan trappestrukturen
skal betragtes mellem to horisontale trin og illustrerer den opbyggende
struktur det matematiske univers udvikles i, i forsta˚elsen for den stude-
rende.
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Kapitel 4
Anna Sfards model pa˚
dimensionsanalyse
Anna Sfard (1991) beskriver hvilke stadier af læring, man skal igen-nem for at tillære sig et matematisk begreb. Vi vil gerne med voresrapport, bruge Anna Sfards (1991) analyse af hvordan man lærer
begreber, til at undersøge hvilke forsta˚elsesmæssige problemer man gen-
nemga˚r na˚r man lærer dimensionsanalyse. Hun beskriver en proces man
skal i gennem for at tillære sig et nyt matematisk begreb. Spørgsma˚let er:
Hvor store forsta˚elsesmæssige spring skal der til, før man kan tillade sig at
sige at man har tillært sig et nyt matematisk begreb? Man ville godt kunne
argumentere for at hver gang man lærer noget nyt, lige meget hvor sma˚t
det forsta˚elsesmæssige spring man tager er, gennemga˚r man processerne
”interiorization”, ”condensation” og ”reification”. Der kommer dog et punkt
hvor opdelingen bliver sa˚ findelt at det ikke giver en større indsigt at anven-
de Anna Sfards (1991) model. Vi har i vores projekt om dimensionsanalyse
observeret, at der er mindst to tydelige forsta˚elsesmæssige spring. Vi har
dog ikke en total forsta˚else af dimensionsanalyse og kan derfor ikke udeluk-
ke at na˚r ens forsta˚else af dimensionsanalyse stiger i kompleksitet, kan der
opsta˚ flere forsta˚elsesmæssige niveauer som kan være relevant at opdele
dimensionsanalyse i. De to spring som er relevante for vores problemstilling
fremga˚r af figur 4.1.
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Figur 4.1: Dimensionsanalyse opdelt i tre niveauer hvor hver pil repræsen-
terer et forsta˚elsesmæssigt spring.
1. Enhedstjek.
Dette er det forsta˚elsesniveau vi havde fra gymnasiet. Pa˚ dette niveau
kan man se om et regnestykke er dimensionelt rigtigt eller forkert ved
at tjekke om enhederne stemmer overens. Hvis den udregnede poten-
tielle energis enhed er Newton eller Watt, sa˚ ved man at der er en fejl
i resultatet. Hvis en ligning er homogen, burde resultatet være rigtigt.
2. Simpel dimensionsanalyse.
Dette er niveauet vi tillærer os i projektet. Forsta˚elsesspringet ligger i
forsta˚elsen af hvad en fysisk ligning er. Med en ”enhedstjek”-forsta˚else
af dimensionsanalyse ser man fysiske størrelser som numeriske værdi-
er multipliceret med en enhed. Multipliceres to fysiske størrelser, gan-
ges de numeriske værdier for sig og enhederne for sig. Man skal indse
at der er en væsentlig forskel mellem en fysisk ligning og en matema-
tisk ligning. Symbolet for kraften F i Newtons anden lov er ikke blot re-
sultatet af accelerationen og massen ganget sammen, men en pladshol-
der for en fysisk størrelse. Dette er et skelsættende forsta˚elsesmæssigt
spring der skal overkommes inden der kan arbejdes med simpel dimen-
sionsanalyse.
3. Kompleks dimensionsanalyse.
Vi har ikke reifiseret niveauet ”kompleks dimensionsanalyse” og kan
derfor ikke lave en fuldkommen definition af niveauet. Vi kender ikke
alle afkroge af ”kompleks dimensionsanalyse” og kan derfor ikke sige
hvorna˚r det næste forsta˚elsesmæssige spring opsta˚r. Vi kan dog sige
noget om springet mellem ”simpel dimensionsanalyse” og ”kompleks
dimensionsanalyse”. Det forsta˚elsesmæssige spring mellem ”simpel
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dimensionsanalyse” og ”kompleks dimensionsanalyse” har vi valgt at
definere ud fra kompleksiteten af g i formel 2.5. Springet mellem de
to niveauer er at kunne drage information ud af en ukendt funktion af
e´n kendt dimensionsløs kombination af imputparametre. Anna Sfards
(1991) model beskriver at den første tillæring af et nyt matematisk be-
greb sker ved at arbejde med det forega˚ende matematiske begreb. Det
er netop ved at arbejde med niveauet ”simpel dimensionsanalyse” at
vi kan se hvor ”kompleks dimensionsanalyse” begynder.
Denne opdeling beskriver dog kun to store forsta˚elsesmæssige spring
indenfor dimensionsanalyse. Niveauet ”Simpel dimensionsanalyse” kan de-
les op i mindre forsta˚elsesmæssige spring mellem delniveauer, hvor man i
hver af dem skal gennem Anna Sfards (1991) tre processer, for at kunne
forsta˚ niveauerne som begreber. Se figur 4.2.
Figur 4.2: Finopdelling af niveauet simpel dimensionsanalyse ud fra kom-
pleksiteten af den dimensionsløse faktor g. Hver pil repræsentere et
forsta˚elsesmæssigt spring.
De fire niveauer tager udgangspunkt i en gradvis stigende kompleksitet
af den generelle formel i dimensionsanalyse vist i ligning 2.5
Kompleksiteten ligger i den ukendte størrelse g, som kan ga˚ fra at være en
konstant, til at være en ukendt funktion af dimensionsløse kombinationer
af inputparametrene Q2, Q3, ect. Nedenfor ses en skematisk opbygning af
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disse niveauer.
2a: Her optræder g som en konstant. Dette er vist i eksempel 5.1: omløbstid
for en satellit og i eksempel 5.2: Vindmøllens maksimale effekt.
g = konstant (4.1)
2b: Her optræder g som en ukendt funktion af en dimensionsløs størrelse,
der har indvirkning pa˚ det fysiske problem. Dette er vist i eksempel
5.3: Pendul.
g = f(dimensionløse inputparametre) (4.2)
2c: Her optræder g som en ukendt funktion af e´n dimensionsløs kombina-
tion af inputparametre. Dette er vist i eksempel 5.4: Flow.
g = f(dimensionsløs kombination af inputparametre) (4.3)
3: I dette niveau anvendes dimensionsanalyse til at analysere resultater-
ne i anvendt fysik. Hvad er konsekvenserne ved bestemte antagelser?
– g optræder her som en ukendt funktion af flere dimensionsløse kom-
binationer af inputparametrene. Dette er vist i eksempel 5.5: Boldspil.
g = f(Π1,Π2,Π3,...)
1 (4.4)
1(dimensionsløs kombination af inputparametre)=Π
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Kapitel 5
Eksempler pa˚
dimensionsanalyse samt vores
oplevelser
I dette kapitel gennemga˚s givne opgaver, som hver især repræsentererde to taksonomiske niveauer; 2, herunder: 2a, 2b, 2c samt niveau 3,indenfor indlæring af dimensionsanalyse. I takt med at man bevæger
sig op ad den taksonomiske trappe sker der en stigning i opgavernes kom-
pleksitet. Efter gennemgangen af den enkelte opgave, findes et afsnit der
beskriver ”vores oplevelser”, som altsa˚ er et afsnit indeholdende opsta˚ede
forsta˚elsesmæssige barrierer i takt med analysen af opgaven. Disse afsnit
anvendes i diskussionen, hvor der drages paralleller til Anna Sfards (1991)
model.
5.1 Omløbstiden for en satellit
En satellit bevæger sig relativt tæt omkring jorden, og vi er interesserede i
at beskrive satellittens omløbstid Tsat. I første omgang skal de fysiske para-
metre som umiddelbart kunne tænkes at pa˚virke omløbstiden bestemmes.
• Tyngdefeltetsstyrken g er en parameter, der pa˚virker accelerationen
af satellitten ind mod jordens centrum.
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• Afstanden r til jordens centrum er en parameter der pa˚virker banelæng-
den omkring jorden.
• Massen m af satellitten kunne ogsa˚ tænkes at være en parameter med
betydning for omløbstiden.
Disse tre parametre for omløbstiden Tsat opskrives som vist i formel 2.5.
Læg mærke til at k i nedensta˚ende formel er pladsholder for den dimen-
sionsløse faktor g i formel 2.5 for ikke at forveksle med tyngdefeltsstyrken.
Tsat = k · gα · rβ ·mγ (5.1)
Dimensionen pa˚ venstre side af lighedstegnet, skal være lig dimensionen
pa˚ højre side af lighedstegnet:
[Tsat] = [k · gα · rβ ·mγ] (5.2)
Fundamentaldimensionerne for de fysiske størrelser indsættes.
T = (L · T−2)α · Lβ ·Mγ (5.3)
Ved at opstille de tre fundamentaldimensioner i tre ligningssystemer, kan
eksponenterne udregnes. Da de valgte fundamentaldimensioner L,T og M
ikke kan udledes ved hjælp af hinanden, skal potenserne udledes i tre lig-
ninger hvor fundamentaldimensionerne er adskilt:
L : 0 = α + β (5.4)
T : 1 = −2α (5.5)
M : 0 = γ (5.6)
α = −1
2
; β =
1
2
; γ = 0 (5.7)
Disse eksponenter indsættes i formel 5.1.
Tsat = k · g− 12 · r 12 ·m0 = k ·
√
r
g
(5.8)
Dette er den korrekte formel for omløbstiden udledt ved brug af dimen-
sionsanalyse. Massen m viste sig ikke at indga˚ som betydende parameter
for omløbstiden selvom den blev medtaget som formodet betydende para-
meter.
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5.1.1 Vores oplevelser
Det første problem vi stødte pa˚ var hvordan vi skulle gribe opgaven an. Det
lyder ret bredt, men da vi blev stillet opgaven der omhandlede dimensions-
analyse for første gang, var vi af den overbevisning at al fysik vi kendte til
skulle anvendes. Problemet var ogsa˚ at vi ikke var bekendte med opgavens
rammer pa˚ dette tidspunkt, hvilket der ikke kommer noget produktivt ud af,
da vi ikke kunne ha˚ndtere det hele mentalt pa˚ en gang. Pa˚ dette tidspunkt
befandt vi os i ”interiorization”-fasen og af den grund var vi ikke komfortab-
le med dimensionsanalyse. I forlængelse af dette havde vi ogsa˚ problemer
med hvilke antagelser vi skulle gøre os for at analysere problemet korrekt.
Dimensionsanalyse er, i modsætning til mange af de andre grene af fysik
vi har beskæftiget os med, ikke blot at indsætte tal i korrekte formler, men
hele arbejdet besta˚r i at kunne tænke fysisk og i forlængelse af det, opstille
en model for systemet. Det var ogsa˚ en udfordring at forsta˚, hvilke fysiske
størrelser der er parametre og hvilke der er variable. Da vi analyserede
opgaven, konverserede vi om hvilke mulige fysiske størrelser der kunne
udgøre en del af problemet. Vi kom ind pa˚; hastigheden v, tyngdefeltstyr-
ken g, radius til Jordens centrum r, længden af satellitbanen O og massen af
satellitten m. Vi havde ikke indset at hastigheden, omkredsen og radiussen
ikke er uafhængige fysiske parametre, da de kan udtrykkes matematisk ved
hjælp af hinanden. For omkredsen gælder:
O = 2pir (5.9)
Og hastigheden kan udtrykkes ved:
v =
2pir
t
(5.10)
I denne opgave valgte vi radiussen r som den betydende parameter. Hav-
de vi valgt at T = T(v,m, g) havde vores dimensionsanalyse resulteret i at
T = k · v
g
og vi havde fejlagtigt generaliseret at hastigheden v er en parame-
ter og ikke en variabel. Dette er dog ikke en mulighed da sammenhængen
mellem O, v og r er matematisk.
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5.2 Vindmøllens maksimale effekt
Figur 5.1: Illustration af tværsnittet
af en vindmølle
Dimensionsanalyse kan let benyt-
tes til at finde den maksimale ef-
fekt der kan produceres af en
vindmølle. Henledes opmærksom-
heden til figur 5.1 ses en vindmølle.
Til følgende beregning antages det
at vindmøllens effekt W kun kan
komme fra den kinetiske ener-
gi oplagret i luften der passerer
vindmøllens rotor med arealet A.
Det kan derfor konkluderes at de
nødvendige parametre for at finde
den maksimale effekt, ma˚ være mas-
sen af den mængde luft der passerer rotoren. Denne er givet ved densiteten
ρ samt hastigheden v hvormed rotoren passeres. Dette gør det muligt at op-
stille formlen:
W = g · ρα · Aβ · vγ (5.11)
Dimensionsanalysen forega˚r med samme fremgangsma˚de som i eksempel
5.1.
[W ] = [g · ρα · Aβ · vγ] (5.12)
ML2T−3 = (ML−3)α · (L2)β · (LT−1)γ (5.13)
M : 1 = α (5.14)
L : 2 = −3α + 2β + γ (5.15)
T : −3 = −γ (5.16)
Eksponenterne α, β og γ er derfor:
α = 1 (5.17)
β = 1 (5.18)
γ = 3 (5.19)
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Disse eksponenter indsættes nu i ligning 5.11, og det konkluderes at den
maksimale teoretiske effekt en vindmølle kan producere ma˚ være:
W = g · ρ · A · v3 (5.20)
Dette er dog ikke den eneste ma˚de at løse opgaven. En anden ma˚de er at
inkludere masse-strømningshastigheden m˙. Idet denne er lig ρAv kan densi-
teten og arealet ignoreres, formlen for vindmøllens maksimale effekt bliver
sa˚ledes:
[W ] = [m˙α · vβ] (5.21)
Bemærk at masse-strømningshastighed og vindhastighed betragtes som to
forskellige parametre.
ML2T−3 = (MT−1)α · (LT−1)β (5.22)
Der kan nu igen opstilles et ligningsæt der muliggør at finde eksponenterne:
M : 1 = α (5.23)
L : 2 = β (5.24)
T : −3 = −α− β (5.25)
Eksponenterne α og β bliver sa˚ledes:
α = 1 (5.26)
β = 2 (5.27)
Disse indsættes nu som før, og de fremkommer at ligningen for den maksi-
male effekt en vindmølle kan producere, er givet ved:
W = g · m˙ · v2 (5.28)
Der er nu fundet to formler for vindmøllens maksimale effekt. Da vi ud
over antagelsen om at akslen, hvorpa˚ vindmøllens blade er fastspændt, er
uendelig lille, antager vi ogsa˚ at vindmøllens blade er uendelig effektive og
er i stand til at modtage al den kinetiske energi opsparet i vinden. Dette
er umuligt da den resulterende hastighed for vinden efter at have passeret
rotoren vil være lig nul. Da luften dermed sta˚r stille, vil vindpartiklerne ok-
kupere omra˚det bag rotoren og blokere for at mere luft kan passere, idet
den ”nye”luft ikke indeholder nogen kinetisk energi der kan bruges til at
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flytte den fortga˚ende luft. Dette problem kan dog let løses ved at inddrage
hastigheden efter rotoren v2 og lade indgangshastigheden være v1. Form-
lerne 5.22 og 5.30 omskrives sa˚ledes:
W = g · ρ · A · v3 ↔ W = g · ρ · A · v1 · (v21 − v22) (5.29)
W = g · m˙ · v2 ↔ W = g · m˙ · (v21 − v22) (5.30)
5.2.1 Vores oplevelser
Der er flere sammenligninger mellem vindmølleopgaven og med opgaven
om satellitten. Begge opgaver ligger pa˚ niveau 2a jf. vores opdeling af di-
mensionsanalyse, se figur 4.2. Vi oplevede de samme problemer i begge
opgaver, dog var problemet med parametre større. Na˚r opgaverne bliver
mere komplekse, bliver det ogsa˚ sværere at finde ud af hvilke parametre
der styrer problemet. Hvis man ikke har forstand pa˚ alt fysikken, er det
svært at arbejde med dimensionsanalyse samt at finde parametrene og at
lave de antagelser opgaven skal bygges pa˚.
I denne opgave var antagelserne mere betydningsfulde end ved satelli-
topgaven. Vi havde indirekte fa˚et nogle af antagelserne at vide da vi skulle
finde den maksimale effekt af en vindmølle.
5.3 Pendulets svingningstid
Dimensionsanalyse kan ligeledes benyttes til at udlede formlen for et pen-
duls svingningstid T . Denne opgave er meget lignende eksempel 5.1, dog
er der ikke tale om en jævn cirkelbevægelse, men om en oscillerende sving-
ning. Vi gør os de antagelse at der ikke eksisterer nogen friktion - hverken
i luften eller i pendulets akse og at snoren er vægtløs.
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Figur 5.2: Et svingende pendul med snorlængden l og udgangsvinklen θ.
De styrende inputparametre i denne opgave er tyngdefeltsstyrken g, pen-
dulets snorlængde l, og udgangsvinklen θ. Disse tre parametre for sving-
ningstiden indsættes i formel 2.5:
T = k · gα · lβ · θγ (5.31)
Ligesom i eksempel 5.1 bruges k som pladsholder for den dimensionsløse
faktor g i formel 2.5. Fremgangsma˚den for dimensionsanalysen forega˚r pa˚
samme ma˚de som i eksempel 5.1.
[T ] = [k · gα · lβ · θγ] (5.32)
T = (LT−2)α · Lβ · (M0L0T0)γ (5.33)
Det fremga˚r af formel 5.33 at udgangsvinklen er dimensionsløs hvilket be-
tyder at γ ikke medtages i ligningssystemet.
M : 0 = 0 (5.34)
L : 0 = α + β (5.35)
T : 1 = −2α (5.36)
Af ligningssystemet fremga˚r værdierne af eksponenterne α og β.
α = −1
2
(5.37)
β =
1
2
(5.38)
Selvom udgangsvinklen er dimensionsløs, er det dog stadig en parameter
for svingninstiden. θ indsættes som en variabel i den ukendte funktion k i
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ligning 5.31. Værdierne for α og β indsættes ligeledes:
T = k(θ) · g− 12 · l 12 = k(θ) ·
√
l
g
(5.39)
5.3.1 Vores oplevelser
Som det ses af den udledte formel, er der en klar lighed mellem denne op-
gave og opgaven om omløbstiden for satellitten. Dette stod dog ikke klart
da vi skulle i gang med at analysere problemet. Denne gang overvejede
vi ligeledes at massen af det svingende legeme kunne være et parameter
for svingningstiden. Som dimensionsanalysen skred frem, gik det dog op
for os at massen naturligvis ikke er en parameter i problemet, da denne
dimension hverken findes i svingningstiden eller i nogle af de andre styren-
de inputparametre. Den forsta˚elsesmæssige gevinst i denne opgave var at
indse hvilken rolle en dimensionsløs parameter spilled for den søgte fysiske
størrelse i dimensionsanalysen. Selvom k er en ukendt funktion, findes der
den ekstra information i denne opgave at θ er en variabel i denne ukendte
funktion. Dette var med til at hjælpe til forsta˚elsen af hvilken information
man kan fa˚ ud af den dimensionsløse faktor g fra formel 2.5.
5.4 Flow
Figur 5.3: illustration af laminart flow
gennem et cylinderformet rør (Alevel
notes, 2014)
I artiklen ”Introducing fluid dyna-
mics using dimensional analysis”,
skrevet af Jens Højgaard Jensen
(2013), bruger han dimensionsana-
lyse til bl.a. at bestemme flowraten
– volumen af fluiden pr. tid - som
føres igennem et cylinderformet rør
af en trykforskel mellem rørets en-
der.
De relevante parametre for at bestemme flowraten er følgende: densi-
teten af fluiden ρ, viskositeten af fluiden η, radius af røret r, trykforskellen
mellem rørets ender ∆P og længden af røret l. Trykforskellen og længden
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af røret kan betragtes som en samlet parameter ∆P
l
da flowraten er uæn-
dret hvis ba˚de trykforskellen og længden af røret fordobles. Der er altsa˚ fire
inputparametre som styrer flowraten igennem røret, hvilket giver en input-
parameter for meget til at bestemme formlen for flowraten ud fra grunddi-
mensionerne L, M og T . For at begrænse de relevante inputparametre, kan
vi betragte flowraten i grænsen hvor Reynoldstallet Re =
(
ρrv
η
)
enten er me-
get lavt eller meget højt. Reynoldstallet muliggør at forudsige hvorvidt en
fluid vil have et laminært eller et turbulent flow. Ved et lavt Reynoldstal er
flowet laminart og ved et højt Reynoldstal er flowet turbulent. Hastigheden
i Reynoldstallet beskriver den gennemsnitlige hastighed for strømningen af
fluiden. Lad os betragte systemet i grænsen hvor Reynoldstallet er lavt. Der
opsta˚r i denne grænse ingen turbulens i fluiden igennem røret, hvilket er
illustreret i figur 5.3.
Na˚r vi betragter flowraten, vurderer vi samtidig hvorvidt der bliver dan-
net termisk energi og makroskopisk kinetisk energi i fluiden i strømningen
gennem røret. Grundet det laminare flow vil den kinetiske energi være ens
for et hvert punkt i fluiden fra starten af røret til slutningen af røret. Arbej-
det i at presse fluiden igennem røret vil derfor udelukkende ga˚ til opvarm-
ning af fluiden i form af termisk energi. Den termiske energiændring afhæn-
ger af viskositeten η og ikke af densiteten ρ, hvilket gør at man i grænsen
hvor Reynoldstallet er lavt, kan se bort fra densiteten som inputparameter.
Nu kan formlen opstilles ud fra viskositeten η, radiusen r og trykgradi-
enten ∆P
l
ved brug af dimensionsanalyse:
Q = g · ηα · rβ ·
(
∆P
l
)γ
(5.40)
[Q] =
[
g · ηα · rβ ·
(
∆P
l
)γ]
(5.41)
L3T−1 = (ML−1T−1)α · Lβ · (ML−2T−2)γ (5.42)
M : 0 = α + γ (5.43)
L : 3 = −α + β − 2γ (5.44)
T : −1 = −α− 2γ (5.45)
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I ligning 5.43 isoleres γ:
γ = −α (5.46)
Ligning 5.46 indsættes i ligning 5.45:
− 1 = −α + 2α↔ α = −1 (5.47)
Dvs.
γ = 1 (5.48)
Værdierne for α og γ indsættes i ligning 5.44:
3 = −(−1) + β − 2↔ β = 4 (5.49)
Dette betyder at formlen for flowraten i grænsen med et lavt Reynoldstal
ser sa˚ledes ud:
Q = g · r
4
η
·
(
∆P
l
)
(5.50)
Den anden grænse hvor Reynoldstallet er højt, vil der opsta˚ gradvist sti-
gende turbulens. Her ændres den makroskopiske kinetiske energi fra star-
ten af røret til slutningen, hvilket afhænger af densiteten, men ikke visko-
siteten. I denne grænse ser vi bort fra viskositeten som inputparameter og
medtager densiteten ρ til at bestemme formlen for flowraten:
Q = g · ρα · rβ ·
(
∆P
l
)γ
(5.51)
[Q] =
[
g · ρα · rβ ·
(
∆P
l
)γ]
(5.52)
L3T−1 = (ML−3)α · Lβ · (ML−2T−2)γ (5.53)
M : 0 = α + γ (5.54)
L : 3 = −3α + β − 2γ (5.55)
T : −1 = −2γ (5.56)
I ligning 5.56 isoleres γ:
γ =
1
2
(5.57)
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Dette indsættes i ligning 5.54:
α = −1
2
(5.58)
Na˚r dette indsættes i ligning 5.55 fa˚s:
β =
5
2
(5.59)
Formlen for flowraten i grænsen hvor Reynoldstallet er højt ser derfor sa˚ledes
ud:
Q = g ·
√(
∆P
l
· r
5
ρ
)
(5.60)
I begge tilfælde optræder g som en konstant.
For at vise et eksempel hvor g optræder som en funktion af en dimen-
sionsløs kombination af inputparametre, vil vi bruge dimensionsanalyse til
at udlede et udtryk for flowraten hvor Reynoldstallet ligger et sted imellem
grænserne. I figur 5.4 ses flowmønsteret for en kugle der bevæger sig gen-
nem en fluid ved forskellige værdier af Reynoldstallet.
Figur 5.4: Flowmønsteret for en kugle der bevæger sig gennem en fluid ved
forskellige værdier af Reynoldstallet.
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Figur 5.4 viser at der sker forskellige ting med flowmønsteret imellem
grænserne for total laminar flow og total turbulent flow. Dette ga˚r vi ikke
dybere ind i, men vi kan konkludere at ba˚de viskositet η og densitet ρ indga˚r
som inputparametre.
Q = g · ηα · ρβ · rγ ·
(
∆P
l
)
(5.61)
[Q] =
[
g · ηα · ρβ · rγ ·
(
∆P
l
)]
(5.62)
L3T−1 = (ML−1T−1)α · (ML−3)β · Lγ · (ML−2T−2) (5.63)
Da der er fire ukendte til tre ligninger er det nødvendigt at udtrykke tre
parametre ud fra eksponenten af den fjerde.
M : 0 = α + β +  (5.64)
L : 3 = −α− 3β + γ − 2 (5.65)
T : −1 = −α− 2 (5.66)
Vi vælger at udtrykke α, β og γ ud fra . I ligning 5.66 isoleres α:
α = 1− 2 (5.67)
Dette indsættes i ligning 5.64:
0 = 1− 2+ β + ↔ β = − 1 (5.68)
Dette indsættes i ligning 5.65:
3 = −(1− 2)− 3(− 1) + γ − 2↔ (5.69)
3 = γ − 3+ 2↔ (5.70)
γ = 1 + 3 (5.71)
Eksponenterne indsættes i udtrykket for flowraten Q:
Q = g · η1−2 · ρ−1 · r1+3 ·
(
∆P
l
)
(5.72)
Dette betyder følgende:
Q = g ·
(
ηr
ρ
)
·
(
∆P
l
ρr3
η2
)
(5.73)
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Udtrykket ∆P
l
· ρr3
η2
er den eneste mulige dimensionsløse kombination af ind-
putparametrene. Dette kan tjekkes ved at indsætte 0 pa˚ venstre side af lig-
ning 5.64, 5.65 og 5.66. Ergo ma˚ g være en funktion af denne kombination
hvilket kan skrives sa˚ledes:
Q = f
(
∆P
l
ρr3
η2
)
· ηr
ρ
(5.74)
5.4.1 Vores oplevelser
Hvis vi sammenligner med de fire niveauer vi har opdelt dimensionsanaly-
se i, sa˚ er denne opgaves niveau mere kompleks end de tidligere opgavers
niveauer. Det svære ved denne opgave er ikke at lave selve udregningerne,
da det blot er henholdsvis tre ligninger med tre ubekendte og tre ligninger
med fire ubekendte. Det svære ved denne opgave, og som det har været
ved de tidligere opgaver, er at forsta˚ fysikken bagved. Selve det at udlede
formlerne er blot procesarbejde, som vi ogsa˚ har gjort i de forega˚ende op-
gaver.
Som sagt er denne opgave et forsta˚elsesniveau højere end tidligere opgaver.
Derfor var der selvfølgelig ogsa˚ problemer med indførelsen af en funktion
af en dimensionsløs kombination af inputparametre.
5.5 Boldspil
Garry Robinson og Ian Robinson (R&R) har skrevet en artikel ved navn ”The
motion of an arbitrarily rotating spherical projectile and its application to
ball games”, (2013), hvor de har forsøgt at udlede en generel formel for
beskrivelsen af boldes bevægelse i boldspil. I artiklen ”Comment on ’The
motion of an arbitrarily rotating spherical projectile and its application to
ball games’”, skrevet af Jens Højgaard Jensen (2014), bruges dimensionsa-
nalyse til at belyse at R&R har lavet antagelser som ikke er mulige.
Formlen for drag- og liftkraften, FD og FL, ser i R&Rs (2013) artikel sa˚ledes
ud:
FD =
1
2
ρACDV
2 (5.75)
FL =
1
2
ρACLV
2 (5.76)
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I begge formler beskriver ρ luftens densitet, A beskriver tværsnitsare-
alet af projektilet og V beskriver projektilets hastighed. CD og CL er hhv.
drag- og liftkoefficienten som er dimensionsløse størrelser. De grundlæg-
gende antagelser gjort af R&R er at CL er uafhængige af Reynoldstallet Re
og hastigheden V , men afhængig af boldens vinkelhastighed ω. Disse anta-
gelser er ikke mulige ifølge dimensionsanalysen.
Koefficienterne CD og CL er dimensionsløse, men afhænger stadig af en
række fysiske størrelser, som nødvendigvis ma˚ optræde i en dimensionsløs
kombination. Koefficienterne kommer i det følgende under fællesbetegnel-
sen C da dimensionsanalysen er ens for CD og CL. De fysiske størrelser der
styrer C er følgende: R, V, ω, ρ, η og Θ
R, V og ω er hhv. radius, hastigheden og vinkelhastigheden af projektilet,
ρ og η er hhv. densiteten og viskositeten af mediet og Θ er vinklen mellem
retningen pa˚ hastigheden og vinkelhastigheden.
Med disse inputparametre kan C opskrives sa˚ledes:
C = g ·Rα · V β · ωγ · ρδ · η ·Θϑ (5.77)
[C] = [g ·Rα · V β · ωγ · ρδ · η ·Θϑ] (5.78)
M0L0T0 = Lα · (LT−1)β · (T−1)γ · (ML−3)δ · (ML−1T−1) · (M0L0T0)ϑ (5.79)
M : 0 = δ +  (5.80)
L : 0 = α + β − 3δ −  (5.81)
T : 0 = −β − γ −  (5.82)
I dette tilfælde er der fem ubekendte i tre ligninger, hvilket betyder at tre af
eksponenterne ma˚ udtrykkes ved de to tilbageværende. Det er fordelagtigt
at vælge at udtrykke α, β og δ ved γ og  . I ligning 5.80 udledes:
δ = − (5.83)
I ligning 5.82 udledes:
β = −γ −  (5.84)
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Dette indsættes i ligning 5.81:
0 = α− γ − − 3(−)− ↔ α = γ −  (5.85)
Disse indsættes nu i udtrykket for C:
C = g ·Rγ− · V −γ− · ωγ · ρ− · η ·Θϑ (5.86)
C = g ·
(
Rω
V
)γ
·
(
η
RV ρ
)
·Θϑ (5.87)
Da de tre eksponenter γ,  og ϑ kan tildeles vilka˚rlige værdier kan ud-
trykket skrives som en ukendt funktion af dimensionsløse kombinationer af
inputparametre:
C = f
(
Rω
V
,
η
RV ρ
,Θ
)
(5.88)
Det ses at variablen η
RV ρ
er det inverse Reynoldstal. R&R antager at C er uaf-
hængigt af Reynoldstallet, hvilket betyder at vi kan se bort fra denne som
variabel. Variablen Θ medtages ikke i denne diskussion da vinklen mellem
hastigheden og vinkelhastigheden i R&R’s (2013) ma˚linger er fastholdt, se
ligning 5.89. Tilbage har vi variablen Rω
V
, hvor V indga˚r. Dette betyder at
antagelsen om at C er uafhængig af ba˚de Reynoldstallet Re og hastigheden
V ikke er en mulig antagelse, hvis C samtidig er afhængig af vinkelhastig-
heden ω. R&R (2013) pa˚sta˚r implicit ud fra ligning 5.89 at FD og FL hver er
proportionale med hastigheden kvadreret. De har eksperimentelt fundet en
relation imellem CL og ω som beskrives med formlen:
CL = 3.19 · 10−1[1− exp(−2.48 · 10−3ω)], (R&R, 2013) (5.89)
Ud fra dimensionsanalysen og antagelsen om at CL er uafhængig af Rey-
noldstallet ses at en afhængighed af ω medfører en afhængighed af V , hvil-
ket betyder at FL ikke er proportional med V 2
Den samme argumentation gælder for relationen R&R har fundet mellem
CD og ω
CD = 0.30 + 2.58 · 10−4ω (5.90)
Konsekvensen er at FD heller ikke er proportional med V 2
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5.5.1 R&R’s forsta˚elsesproblemer
Jens Højgaard Jensen (2014) argumenterer gennem dimensionsanalyse for
at R&R har lavet antagelser som ikke er mulige af dimensionelle grunde.
Det interessante ved dette eksempel kommer i R&R’s (2014) svar pa˚ Jen-
sens kommentar. Dette svar afslører at R&R i bund og grund ikke forsta˚r
hvad dimensionsanalysen viser. Dette fremga˚r f.eks. i følgende svar fra R&R
(2014):
”We acknowledge that the alternative equations suggested by Jensen are
dimensionally correct, and may well be borne out by future experimental
results. However, we demonstrate that our equations are in fact also di-
mensionally correct, the key concept being that having the appropriate di-
mensions for the multiplying constants, an extensively used practice with
experimentally determined laws.” (R&R, 2014)
R&R forsta˚r Jensens (2014) dimensionsanalyse som værende et dybdega˚ende
argument for at dimensionerne i R&R’s (2013) ligninger ikke stemmer overens.
Dette er fuldstændig misforsta˚et da Jensen pa˚ intet tidspunkt kommente-
rer pa˚ ukorrekt dimensionsafstemning i ligningerne, men kommenterer pa˚
R&R’s (2013) antagelser om uafhængighed mellem fysiske størrelser ud fra
deres udledte ligninger.
I formel 5.89 ses at liftkoefficienten er udtrykt med vinkelhastigheden som
den eneste variabel. Denne størrelse har dimensionen T−1 og der ligger altsa˚
en implicit dimension til den multipliceret numeriske værdi med dimensio-
nen T, hvilket gør liftkoefficienten dimensionsløs. Det er denne implicitte
dimension af T som R&R tror vækker problemet hos Jensen. De overser
dog at ved at udtrykke liftkoefficienten med vinkelhastigheden som eneste
variabel, siger de samtidig at vinkelhastigheden ikke er afhængig af andre
størrelser. Jensen viser gennem dimensionsanalysen at de styrende imput-
parametre kan udtrykkes som tre variabler besta˚ende af dimensionsløse
kombinationer af imputparametre til en ukendt funktion – se ligning 5.88.
Heri indga˚r variablen Rω
V
. Denne variabel viser at vinkelhastigheden varie-
rer i takt med radius og hastigheden, hvilket afviser muligheden for antagel-
sen om at liftkoefficienten udtrykt ved vinkelhastigheden er uafhængig af
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hastigheden. R&R manglende forsta˚else for dimensionsanalyse kan koges
ned til deres ligningforsta˚else og hvad empiriens rolle er i ligningsdannel-
se. De skriver:
” Accordingly, Hooke’s law is usually written as F = −kx, where the spring
constant, k, has dimensions of force per unit displacement or MLT−2
L
= MT−2.
If it were found experimentally that F was, For example, proportional to
x2, then the units of the proportionality constant would have to be adjusted
accordingly. (R&R, 2014)”
Den ligningsforsta˚else R&R har, er logisk positivistisk. De ser ligninger
som generaliseret empiri, altsa˚ at man har lavet en del forsøg og ser en
sammenhæng, her Hookes lov, som man kan generalisere til en formel. For
at kunne forsta˚ dimensionsanalyse skal man have en kritisk rationalistisk
ligningssyn, da hele essensen i dimensionsanalyse er at kunne teste konse-
kvenserne af ens antagelser i et givet fysisk problem. Kritisk rationalismes
videnssyn bygger pa˚ den hypotetiske-deduktitive metode, hvor hver hypo-
tese er et dristigt gæt og emperiens forma˚l er at prøve at falsificere hypo-
tesen. Dimensionsanalyse er nærmest som et skrivebordseksperiment, da
metoden tester koncekvenserne af ens hypotese. Hvis man ikke har den
kritiske rationalistiske vidensfilosofiske forsta˚else giver dimensionsanalyse
ikke mening. Debatten mellem R&R og Jensen er et godt eksempel pa˚ for-
skellen imellem kritisk rationalisme og logisk positivisme. Det er interes-
sant at R&R’s manglende forsta˚else for dimensionsanalyse, kan koges ned
til noget sa˚ fundamentalt som deres vidensfilosofiske forsta˚else.
Vi har opdelt dimensionsanalyse i tre niveauer med dimensionstjek tilhør-
ende første niveau. R&R’s kommentar er et udmærket eksempel pa˚ fagfolk
som arbejder med komplicerede fysiske problemer, men som har en mang-
lende forsta˚else for dimensionsanalysen og tror at dimensionsanalysen er
et værktøj til at afstemme ligninger. Dette er interessant fordi det samti-
dig viser eksperimentelle mod teoretiske fysikeres syn pa˚ empiriens rolle i
ligningsudledninger.
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Kapitel 6
Diskussion
Opbygningen af Anna Sfards model over indlæring af et matematiskkoncept, er samme indlæringsmodel som de fire valgte forsta˚el-sesmæssige niveauer indenfor dimensionsanalyse er bygget op ef-
ter. Dette er gjort, da vi ønsker en tydelig parallel mellem de to modeller.
Dog er dette ikke helt problemfrit og det er blandt andet det der vil blive
diskuteret i dette kapitel.
Niveau 2a og 2b i vores model over indlæring af dimensionsanalyse kræver
at man besidder en operationel forsta˚else for dimensionsanalyse jf. figur
4.2, men det er dog ikke er en nødvendighed at besidde en strukturel forsta˚else.
Dette betyder at analysen i de to tilknyttede opgaver; ”omløbstid for en sa-
tellit” og ”pendul”, er forholdsvis indlysende hvis man er i stand til at følge
proceduren som dimensionsanalysen besta˚r af.
Niveau 2c er mere kompleks i den forstand, at erkendelsen spiller en
betydelig større rolle i den tilhørende opgave; ”flow”. Erkendelse i den for-
stand, at det er et vigtigt at forsta˚, at en funktion af kombinationen af flere
dimensionsløse inputparametre eksisterer, og hele tankegangen bag er for-
holdsvis kompleks.
Den eksakte overgang mellem de forskellige niveauer er umulig at angi-
ve, da indlæring er subjektiv og derfor forskellig fra person til person. Dog
er det muligt at fastsla˚, at indlæring af niveau 2c og niveau 3 kræver en
højere operationel forsta˚else af dimensionsanalyse end hvad niveau 2a og
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2b krævede.
Springet mellem ”interiorization” og ”condensation” indenfor dimensions-
analyse som et koncept, oplever vi i gruppen værende i overgangen fra ni-
veau 2c til niveau 3, men til gengæld mener vi ikke, at vi opna˚r stadiet ”rei-
fication” indenfor dimensionsanalyse, og det er her vores sammenligning til
Anna Sfards model bliver interessant. Anna Sfards model beskriver at sta-
diet ”reification” vil opna˚s. Vi mener i gruppen, at dette stadie er opna˚et i
niveau 1, 2a, 2b, 2c og delvist i niveau 3, men alligevel anskuer vi ikke meto-
den dimensionsanalyse som et fuldt ud forsta˚et koncept. Vi har altsa˚ opna˚et
en forsta˚else af alle 3 niveauer, som vi definerede som værende mellemled i
overgangen fra ”enhedstjek” til ”kompleks dimensionsanalyse”, men vi an-
skuer det udelukkende som en operationel forsta˚else og derfor har vi altsa˚
ikke opna˚et stadiet ”reification” indenfor dimensionsanalyse som et kon-
cept.
Det er vanskeligt at opstille en model for hvorna˚r en person har opna˚et
en fuld forsta˚else og altsa˚ anskuer konceptet som værende et objekt.
I Anna Sfards artikel er et par eksempler opstillet. Disse eksempler in-
deholder forsta˚elsesmæssige problematikker, men de indeholder ogsa˚ en
redegørelse over hvorna˚r det er, at ”tiøren falder”. Opgaverne vi har an-
vendt i dette projekt repræsenterer hver især niveau 2, herunder niveau
2a: ”Omløbstid for satellit” og ”Vindmølles maksimale effekt”, 2b; ”pendul”
og 2c; ”Flow”, og niveau 3; ”Boldspil”. Vi har valgt at følge samme frem-
gangsma˚de som Anna Sfard og vi har derfor nedskrevet, hvilket problema-
tikker der opstod i udførelsen af dimensionsanalysen. I denne proces blev vi
opmærksomme pa˚, at vi havde nogle gentagne problemer i alle opgaverne.
Disse problemer er: forskellen pa˚ en parameter og en variabel, samt hvilke
parametre der er gældende i et givent fysisk problem. Disse to problemstil-
linger er dem der kræver størst fysisk viden, da det at kunne skabe sige et
overblik over hele problemet er en løsning pa˚ disse problematikker. Dette
er selvfølgelig noget man lærer idet man har opna˚et stadiet ”condensation”.
Efter at have opna˚et en højere forsta˚else af dimensionsanalyse, gen-
nem arbejde med adskillige fysiske problemer, forbindes problemerne of-
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test med at skulle angive relevansen af forskellige fysiske størrelser. Dog er
det hurtigere at indse hvad der er parametre og hvad der er variable. Dette
skyldes, at der i ”interiorization”-fasen opna˚s en forsta˚else for, hvad afledte
enheder hurtigt kan ”koges ned til”. Det er først na˚r den fulde operationelle
forsta˚else er opna˚et, at der kan resoneres over hvorvidt de forskellige pa-
rametre er en del af problemet og hvor de eventuelt kan anvendes.
Et andet problem der gentog sig gennem alle opgaverne er; hvilke anta-
gelser er tilladte og hvilke er ikke? Oftest er antagelser nødvendige for at
kunne analysere problemet teoretisk, men samtidig skal de ogsa˚ begræn-
ses, sa˚ de er en fornuftig reference til virkeligheden. Antagelserne er af
stor betydning i alle opgaverne, og dimensionsanalyse samt andre grene af
fysik ville ikke være muligt uden antagelser. Dette betyder at det ikke kun
er dimensionsanalyse der kræver et højt forsta˚elsesmæssigt niveau, men
ogsa˚ fysik generelt, og det er her problemer opsta˚r for mange elever.
De gentagende problemer der opstod ved dimensionsanalyse viser no-
get helt særligt; Det er ikke metoden dimensionsanalyse i sig selv der er
svær, det er den forventede fysiske baggrundsviden man bør have for at
analysere fysiske problemstillinger, der er problematisk. Dette stiller dog
et interessant spørgsma˚l; Hvis det er den fysiske viden, som dimensions-
analyse bygger ovenpa˚ der skaber størstedelen af de forsta˚elsesmæssige
problemer, kan man sa˚ vende processen om? Kan man bruge dimensions-
analyse som en hjælp til at forsta˚ den svære fysik der ligger bag mange
fysikemner?
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Kapitel 7
Konklusion
V i har i projektet undersøgt hvilke forsta˚elsesmæssige problemer deropsta˚r i overgangen fra enhedstjek til kompleks dimensionsanaly-se. Vores undersøgelser viser at dimensionsanalyse i sig selv ikke
er sa˚ svært na˚r man har overkommet de simpleste forsta˚elsesmæssige pro-
blemer, altsa˚ hvordan notationen er og hvordan man griber et problem an.
Det svære ved dimensionsanalyse er fysikken bagved. Vi havde mange pro-
blemer med at vælge hvad der er parametre og hvad der er variable, samt
at vælge hvilke parameter der var i et givent problem. Der er stor forskel
pa˚ at se bort fra en fysisk størrelse fordi man kan argumentere for at den
ikke har en indflydelse pa˚ problemstillingen, og glemme en fysisk størrelse.
Vi kan ogsa˚ konkludere at selv om Anna Sfrads (1991) model, oprigtigt var
tænkt som at beskrive læring indenfor matematik, ogsa˚ kan bruges til at
beskrive hvordan læring af fysiske koncepter forega˚r. Vores undersøgelse
viser ogsa˚ at dimensionsanalyse kræver at man har en bestemt vidensfilo-
sofisk opfattelse før man kan forsta˚ det. ”Reply to comment on ’ The mo-
tion of an arbitrarily rotating spherical projectile and its application to ball
games’” af Garry og Ian Robinson (2014) viser at man med en logisk po-
sitivistisk forsta˚else af fysiske ligninger, ikke kan forsta˚ hvad dimensions-
analyse er. Man skal se fysiske ligninger som dristige gæt hvor man skal
bruge eksperimenter og metaanalyseredskaber, f.eks. dimensionsanalyse,
til at falsificere dem. Dette overrasker os, da vi ikke havde forventet at no-
get sa˚ grundlæggende som en vidensfilosofiske holdninger kan have en sa˚
betydelig indflydelse pa˚ ens læring af enkelte fysiske koncepter.
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Kapitel 8
Perspektivering
Dimensionsanalyse kan ikke kun bruges som et værktøj i fysikkenmen kan ogsa˚ anvendes i andre fagomra˚der som f.eks. matema-tikken. Det er muligt at bevise Pythagoras sætning for retvinklede
trekanter ved brug af dimensionsanalyse. Pythagoras sætning lyder som
følgende:
”I en retvinklet trekant ABC, hvor den rette vinkel betegner C gælder:
a2 + b2 = c2”
Figur 8.1: Retvinklet trekant
Arealet af enhver retvinklet trekant er entydigt fastlagt ud fra den mest
spidse vinkel og hypotenusen. Arealet kan derfor skrives som en funktion
af vinklen og hypotenusen:
A = f1 (ϕ, c) (8.1)
Til næste trin bruges dimensionsanalyse hvor længde vælges som den
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eneste nødvendige fundamentaldimension. Kateten c har dimensionen L og
areal har dimensionen L2 . Vinkler har ikke nogen dimension. Da hypotenu-
sen c er den eneste variabel med dimensionen L, ma˚ c nødvendigvis kvadre-
res for at afstemme dimensionerne pa˚ begge sider af lighedstegnet. Form-
len kommer derved til at se sa˚ledes ud:
A = f2 (ϕ) · c2 (8.2)
Trekanten kan deles op i to mindre retvinklede trekanter:
Figur 8.2: Retvinklet trekant
A1 og A2 beskriver arealer, som kan beskrives pa˚ samme vis som A:
A1 = f (ϕ) · a2 (8.3)
A2 = f (ϕ) · b2 (8.4)
Det samlede areal kan beskrives som summen af de to mindre arealer:
A = A1 + A2 (8.5)
f (ϕ) · c2 = f (ϕ) · a2 + f (ϕ) · b2 (8.6)
Der kan herefter divideres igennem medf (ϕ), hvorefter vi ser at Pyta-
goras’ sætning fremkommer:
c2 = a2 + b2 (8.7)
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